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4items: o @ 4% &

Une association qui constitue chaque week-end deux types de lots & offrir
au choix.
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L’approche : application aux

relations d’ordre linéaire additives



Définition d’'une ROLA [Maclagan, 1998|

o = (0)iepm EN". c.g. 0= ( @ :3,@ :4,%:8 & : 10)
e o représente >, une relation d’ordre linéaire additive

e >, définie sur 2"

e x préféré a y si et seulement si Y w; > Y @y

n°l

@

iex jey

>, @ 4 > 3

>, @ @ 8 > 3+4=7
=

>, @ 4% 13=3+10 > 4+8=12

On a aussi @ >, @ @ comme 10> 3 +4.
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lication de €@ >, ‘& &

Kermesse du week-end

n°l n°2 n°3
m M
m Q> e @ %> e @ ® 0 ®> Q4
(4>3) 8>17) (13> 12)
n°4
B 6> e
(10> 7)

Expliquer en exhibant @ = ( @ :3, @ :4,% :8 & : 10)!
Intuitif ?

« (Elle) ne fait pas appel a I'intuition » ([Klein, 1994])



Définition axiomatique d’'une ROLA [Fishburn et al., 2002]

Axiome 1. > sur 2" est une relation d’ordre linéaire.

Axiome 2. x > @ pour tout x € 2[’”]\{®}.

Axiome 3. Pour tout k > 2 et tout uy, ..., uy, vy, ..., Uy, si
jiieul|=]j:1€ v pour tout i€ [m] (1)
alors
Uj>Uj:Uk>uk (2)
Jjell;k=1]



Définition axiomatique d’'une ROLA [Fishburn et al., 2002]

Axiome 3. Pour tout k > 2 et tout uy, ..., uy, vy, ..., vy, si
j:iEuJ-|=|j:i€vj pour tout i € [m] (1)
alors
/\ uj>Uj=>Uk>uk (2)
Jjell;k=1]



Définition axiomatique d’'une ROLA [Fishburn et al., 2002]

Axiome 3. Pour tout k > 2 et tout uy, ..., uy, vy, ..., vy, si

j:iEuJ-|=|j:i€vj pour tout i € [m] (1)

alors

/\ Uj > v; = v > Uy (2)
jellk-1]

Pourquoi n°4 : @ >, @ @ ?

Hao :2 #@ :2 4% 1 #@ :1

U @ w v
uy % e @ vy,
u; o @ @ 4% o,
u, o @ & N

(17=(W:3,~@:4,‘o:8,@210) 5
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Définition axiomatique d’'une ROLA [Fishburn et al., 2002]

Axiome 3. Pour tout k > 2 et tout uy, ..., uy, vy, ..., vy, si

j:iEuJ-|=|j:i€vj pour tout i € [m] (1)

alors

/\ Uj > v; = v > Uy (2)
jellk-1]

Pourquoi n°4 : @ >, @ @ ?

fo 12 #@ 12 #€ 1 #@:1 Q
$
R $
up % o @ € NQ
uy o & >, @ % u
uy * @ <, @ Uy
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Des instances familiéres, des raisonnements intuitifs

He 11 #@ 1 #% :1 #@:1 #He 11 #@ 1 #% :1 #@:1 Heo 12 #@ :2 #%:1 #@ :1
(i) >0 % (ep) @ >y g
() % >, e@ i) = @% < *Q@ (3) c® > %
) = @ <0 @ (D ®@ >, % i) © @4 <, Q@



1 #@ 1 #% :1 #@: 1 #e #@ 1 #% #@® : #
[GV] & >, % (1) ) o o
() % > =@ ) @& <, =@ (3) c® > @ %
) = @ <0 @& (i) ® >0 % ) ° @% <, =@
Si
@ >0 'o et
4% >0 o @
alors
(©]

Transitivité
« si ’alternative x est préférée a
‘alternative y et I'alternative y a
l'alternative z, alors x doit étre

préférée a z. »



et 1 H#@ 1 #%:1 #@:1 #He 11 #@ 1 #% :1 #@:1 # e
(i) & >, % (c1) @ o 5
(c2) % > @ (i) o @ % <, Q@@ (c3) «® >, Q%
) = @ <0 @& (i) ® >0 % ) * @% <, *Q@
Si Si
& >, % et 0 ® >, o Q%
LN >0 o @
alors alors
Wrransitivite A Congruence
« si DPalternative x est préférée a « les préférences doivent étre
indépendantes de l’ajout ou du

‘alternative y et I’alternative y a
retrait d’items-tiers. »

I’alternative z, alors x doit &tre

préférée a z. »



Des instances familiéres, des rai

onnements intuitifs

He 11 #@ 1 #% :1 #@:1 #He 11 #@ 1 #% :1 #@:1 #e 12 #@ :2 1 #@:1
(i) & >, % (c1) @ 5
() % > =@ @ *Q@% < & (e3) c® > %
(ca) © @ <0 @& (i) ® >, % (i) « @4 <, Q@
Si Si Si
® >w % et e @ & >, o @ & @ > b et
% >, @ -« ® >, Q%
alors alors alors
® >~ =«@ ® > % c® >, Q9
Wrransitivite A Congruence Couverture

« si ’alternative x est préférée a
I’alternative y et I’alternative y a
I’alternative z, alors x doit &tre
préférée a z. »

« les préférences doivent étre
indépendantes de I’ajout ou du
retrait d’items-tiers. »

« La composition des ensembles
d’items préférés est préférée a
celle des items moins préférés. »



Des instances familiéres, des raisonnements intuitifs

#e i1 #@ 1 #%:1 #@:1 #o i1 #@ 1 #%:1 #@ :1 #o
(i) & >, % (c1) @ o @
(cp) % > =@ (i) ° @ 4% <, « @ @ (c3) - ® >, @99
) = @ <0 @& (i) ® >0 % ) * @% <, *Q@
Si Si Si
® >, % et o @ @ >0 o @ & @ >o _ et
4 >, o @ e ® >, @ &
alors alors alors
® > =@ & >, % c0® > Q%
Wrransitivite A Congruence Couverture
« si Dalternative x est préférée a « les préférences doivent étre « La composition des ensembles
‘alternative y et I’alternative y a indépendantes de I'ajout ou du d’items préférés est préférée a
retrait d’items-tiers. » celle des items moins préférés. »

I’alternative z, alors x doit &tre
préférée a z. »

)

L’Axiome 3. et ses conditions nécessaires .7

Leur combinaison est-elle suffisante ?



Leur combinaison (I, : ) est-elle suffisante ?

Une nouvelle approche de I’explication d’une comparaison par paire

d’alternatives basée sur la définition explicite d’un

CONTEXTE
Une relation binaire Une base de référence Un schéma déductif
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Explication preuve de déduction suivant un schéma



Mécanismes de déduction (1

Transitivité (k-Tr”) et Couverture (k-Cov™)

Séquences (instances) u; > vy, ..., u, > v, (k >2) vérifiant les régles de déduction :
Ujy = U; pour tout 1 <j<ketunuy= v;NV;r =@ pour tous j I/C/v/,
et impliquant une conclusion unique par application des propriétés respectives :

u >uve et u; > U v
JENL; kTl JENL; kTl

e.g.



Mécanismes de déduction (1

Transitivité (k-Tr”) et Couverture (k-Cov™)

Séquences (instances) u; > vy, ..., u, > v, (k >2) vérifiant les régles de déduction :
uj =v;pour tout 1 <j<ketunNuy=v;nv;y =g pour tous j #j'
et impliquant une conclusion unique par application des propriétés respectives :

w>uveet |J w> U v
JEIL: K JEI; K]

e.g.
(i1) (c2) (cq)
"y

Instance (@ >, %, % >, ® @) de conclusion @ >, ® @ et appartenant au

mécanisme 2-Tr"o,

Si

® >, % et
% > =@
alors



Mécanismes de déduction (1

Transitivité (k-Tr”) et Couverture (k-Cov™)

Séquences (instances) u; > vy, ..., u, > v, (k >2) vérifiant les régles de déduction :
uj,) = U; pour tout 1 <j<ket u;Nuy =v;Nv;r =@ pour tous j #* v//
et impliquant une conclusion unique par application des propriétés respectives

uy>veet J u> U v
jell: k] jell:; k]
v

e.g.
(cp) (c3) (i2)
o, >, @ ) de conclusion e @ @& > @ @ % ct

y ©)
Instance (€ >,
appartenant au mécanisme 2-Cov e,

Si
@ >, o et
- ® >, Q%
alors
ce® > Q9



Mécanismes de déduction (2

M Congruence (z-Cg™)

Instances u > v dont ’ensemble des items spécifiques u\v U U\u est disjoint de z
et impliquant la conclusion unique #U z > 0 U z par application de la propriété :

u>v=auUz>0Uz Vuuv,ze2" ona= u\z} et o= U\u

e.g.



Mécanismes de déduction (2

M Congruence (z-Cg™)

Instances u > v dont ’ensemble des items spécifiques u\v U U\u est disjoint de z
et impliquant la conclusion unique #U z > 0 U z par application de la propriété :

u>v=auUz>0Uz Vuuv,ze2" ona= u\z} et o= U\lt

e.g.
(i2) (i)
——————

Instance @ @ (%) >, @ @ ’o de conclusion & >, 0’ et appartenant au mécanisme

@-Cge.
Si
o @ @ >w o @ 0’

alors



Schémas déductifs

Soient des comparaisons par paire de > considérées comme admises.

. Leplication, une opération de déduction récursive.

Ezxplication suivant le schéma déductif tr/ cg/ cov

x > y s’explique suivant tr/cg/cov si il existe une instance
(u; > vy, ..., uy > v,) d’'un mécanisme k-Tr~ dont la conclusion est x > y et
dont au moins une comparaison par paire u; > v, s’explique suivant le

schéma cg/cou; les autres comparaisons étant admises.

10



Schémas déductifs

Soient des comparaisons par paire de > considérées comme admises.

. Leplication, une opération de déduction récursive.

Ezxplication suivant le schéma déductif cg/cov

x > y s’explique suivant cg/cou si il existe une instance u > v d’un
meécanisme z-Cg~ dont la conclusion est x > y et telle que u > v s’explique

suivant le schéma cov.
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Schémas déductifs

Soient des comparaisons par paire de > considérées comme admises.

. Leplication, une opération de déduction récursive.

Ezxplication suivant le schéma déductif cov |
x > y s’explique suivant cov si il existe une instance (u, > vy, ..., u, > v})
d’un mécanisme k-Cov™ dont la conclusion est x > y et telle que chaque

comparaison par paire u; > v; est admise.

10



Des algorithmes pour le calcul

/r

Recherche d’un chemin
entre x et y dans un

graphe

@
(i)
(c1)
T(q) (c2)
”
o O o @
E— admise

S Cg/(’mrfoxplical:)lc

3 familles d’algorithmes
%4
Enumeération des

comparaisons par paire

congruentes a (x, y)

i@ >, %

(i) o @ @>,6 o @ &

cov-explicable

Cor
Résolution d’'un PLNE

Variables (booléennes) :
b; pour tout j & [1:K]]

Contraintes :

bj=0 pour touti¢x
JEINLK] : i€uj
(3)
bj=0 pour touti¢y
JEILK] : i€v;j
(4)
bj<1 pour touti€x
JEINL:K] : i€uj
(5)
bj=1 pour touti€y (6)
JELK] : i€uj

b(¢2)’0>w e @ =0

[bus) °© @-,Q %7 1)

11



ésentations de ’explication

E (e) e )
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@ @ @& >, Q%
‘£
3
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Représentations de 'ex

—
S
9
o6
‘Q
/.

(Cl)
> (c))

(¢c3)

e
@&
e
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oQ
\

o

Q

c

@

[

33,

(1'3) (01)
w @>m@0’ @ >~ e

& est préférée & @ @ car la comparaison

par paire correspondante se déduit, par

(02)

12



Représentations de 1’explication

B @ & >

/ o, o @

< R o el ¢ tr/cg/cov
o (c;) o & w @ %
-

3

(1'3) (01)
° & >0 @ ’Q (©) >, @

&) est préférée & @ @ car la comparaison
par paire correspondante se déduit, par
transitivite, de @ >, % (non admise) et

% >, @ @ (admise) ou & >, % se

®

12



Représentations de 1’explication

B @ & >
/ o, o @
< R o el ¢ tr/cg/cov
o ) @& >, @&
-
3
(1'3) (01)
7 U>(n@ ’Q (©) >, @
(i)

&) est préférée & @ @ car la comparaison [«/ e @>,6 o @ '0]

par paire correspondante se déduit, par
transitivite, de @ >, % (non admise) et

% >, @ @ (admise) ou & >, % se

®

déduit, par congruence, de

e @ &>, o @ ‘o (non admise)

12



Représentations de 1’explication

B @ (& >

= o, o @

P95 @) Naa + 8 tr/cg/cov
o ) *@& >, Q4%

-

3

& est préférée & @ @ car la comparaison [,,,

par paire correspondante se déduit, par
transitivite, de @ >, % (non admise) et

% >, @ @ (admise) ou & >, % se

®

déduit, par congruence, de

e @ &>, o @ ‘o (non admise)

qui se déduit, par couverture, de &>, o @
o & >, @ % (admise) et de (cy)

@ >, @ (admise). 12

®



Les fonctions de 'explication




Fonction n°1 : Justifier

Pourquoi préférer @ a o @ ?

l O,0

B

13



@) @ % > o @&
(¢2) @ >, %

”

@ 4% @ @ 4% &
' 3 8 6 10 | & 1 8 4 6
e 2 8 1 4 ' 3 10 4 8
» 2 10 3 6 o' 4 10 3 8
o' 3 10 2 6 ' 2 7 4 8
» 2 10 4 7 o 2 8 4 7
° 4 10 2 7 o™ 2 6 7 10
' 1 4 6 8 o 2 7 6 10
® 1 6 4 8 w'® 1 8 2 4

o € {o*}. ke [1: 16]

14



() >, o
(&) ® >, o
w @ ’0 o @ @ ’0 (%]
' 3 8 6 10 | o 1 8 4 6
’ 2 8 1 4 ' 3 10 4 8
»’® 2 10 3 6 o' 4 10 3 8
o' 3 10 2 6 ' 2 7 4 8
» 2 10 4 7 o 2 8 4 7
® 4 10 2 7 o' 2 6 7 10
o’ 1 4 6 8 o 2 7 6 10
o® 1 6 4 8 »'® 1 8 2 4

Remarque :

we {o'}, ke[l1; 16]

o’ représente la seule ROLA dans laquelle €p est préférée a @ @ .

15



Fonction n°2 : Eliciter

]
8 .«
% ) % >7 @
v - 0
¥ (c2) ® >7 % t
o~} r
= (c3) % >, o @
I
Pour expliquer pourquoi préférer € & a o,
(03)
0’ @ 'Q 0’ >,7 @ @ e @ o 0’ @ o @ v
privilégier a

16



Fonction n°3 : Servir a la résolution d’inconsistance

(¢y) @ 4% > ° @

(cp) ® > ° @

(c3) - > @

() e >/ %
(cp) ()

17



Fonction n°3 : Servir a la résolution d’inconsistance

€ © % > @
(cp) ® > ° @
(c3) o« > @
() e >/ %
(c1) ()
(L'}) (54)

en expliquant des propositions contradictoires! 17



Perspectives




CR, : Comparaisons par paire disjointes adjacentes (|[Fishburn et al., 2002])

Tous mécanismes
compatibles
imaginablos ‘/h ‘
4 100% 100%
S 100% 100%
6 100% 100%

Proportion des ROLA intégralement déduites a partir de CR,

18



CIR;w : Comparaisons par paire disjointes adjacentes non déductibles

Tous mécanismes

compatibles % ‘
/

imaginables

+ | 100% 100%
=[5 100% | 80,6%
s | 100% | 43,4%

Proportion des ROLA intégralement déduites a partir de CR:w

19



Les questions qui se posent. ..

@j Quid du cas m =77
@ Situer les préférences d’utilisateurs/décideurs réels ?

&3P . . . .
D’autres mécanismes intuitifs 7

20



®85 Mercl.
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